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OZET

Dogrusal olmayan evrim denklemleri (NLEE'ler), bir¢ok fiziksel olgunun incelenmesi sonucunda elde
edilen cebirsel modellerdir. Bu denklemlerin analitik ve bazi durumlarda sayisal ¢oziimleri, somut
matematiksel formiilasyonlar1 nedeniyle dnemli bir yere sahiptir. Bu tiir modeller, dogrusal olmayan
optik, plazma fizigi, plazma dalgalar, biyofizik, atmosfer, finans, akigkanlar mekanigi, kuantum
mekanigi, niikleer fizik, s1g su dalgasi teorisi vb. gibi bir¢ok lineer olmayan bilimde gdzlemlenebilir.
Yukarida bahsedilen evrim tipi denklemlerden biri (3+1)-Gardner—Kadomtsov—Petviashvili (Gardner-
KP) denklemidir. Bu calismada, belirli fiziksel sistemlerde dalgalarin hareketini agiklayan dogrusal
olmayan (3+1)-Gardner-KP denkleminin yayilan dalga ¢oziimleri elde edilmis ve dalga dinamigi
incelenmistir. (3+1)- Gardner-KP denklemine genellestirilmis Kudryashov yontemi uygulanmistir. Elde
edilen ¢oziimlerin 6zel parametre degerlerinde 3D ve 2D kontiir grafiklerinin niimerik simiilasyonu
yapilmistir. Ortaya ¢ikan ¢oziimlere kararlilik testi uygulanmistir. Bu ¢alismanin matematik, fizik ve
okyanus miihendisligi alanlarinda ¢alisanlar igin bir yol gosterici ve fikir verici olacagi kanaatindeyiz.

Anahtar kelimeler: tam ¢oziim, Kudryashov metodu, (3+1)-Gardner-KP denklemi, stability 6zelligi

ABSTRACT

Nonlinear evolution equations (NLEES) are models obtained as a result of the examination of many
physical phenomena. Analytical and in some cases numerical solutions of these equations have an
important place because of their concrete mathematical formulations. Such models can be observed in
many nonlinear sciences such as nonlinear optics, plasma physics, plasma waves, biophysics,
atmosphere, finance, fluid mechanics, guantum mechanics, nuclear physics, shallow water wave theory,
etc. One of the evolution-type equations mentioned above is the (3+1)-Gardner—Kadomtsov—
Petviashvili (Gardner-KP) equation. In this study, propagating wave solutions of the non-linear (3+1)
Gardner-KP equation explaining the motion of waves in certain physical systems are obtained, and wave
dynamics are investigated. Also, in this study, the (3+1) dimensional nonlinear Gardner—Kadomtsov—
Petviashvili (Gardner-KP) equation showing the nonlinear modulation of periodic waves is solved by
the Generalized Kudryashov method. The stability test was applied to the obtained results. In addition,
3D and contour drawings were made for some families. This study highlights the importance of
mathematics and physics in ocean engineering.

Keywords: exact solutions, Kudryashov method, (3+1)- Gardner-KP equation, stability properties
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1. GIRIS

Bazi fiziksel olaylarim matematiksel modellenmesiyle elde edilen kismi diferansiyel denklemler 18.
ylizyildan beri ¢alisiimaktadir. Kismi diferansiyel denklemlerin tam ¢dziimlerini bulmada en 6nemli
sonuglar, 19. ylizyilin sonlarinda Lie (1893) tarafindan elde edildi. 20. yiizyildan itibaren, bilgisayarlarin
gelismesiyle birlikte, dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin yorumlanmasi,
birgok farkli arastirma yoniinii agan, bagimsiz bir alan haline geldi. Bu yonlerden biri, bu denklemlerin
coziimlerinin sembolik ve sayisal hesaplanmasidir. Giiniimiizde bu hesaplamalar bilgisayar sistemleri
(6rnegin, Maple ve Matematica) kullanilarak yapilmaktadir. Bazi 6zel dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin analitik ¢éziimleri i¢in ¢esitli yontemler olmasina ragmen, genel durum igin
teori yoktur. Gergek hayat problemlerini temsil eden dogrusal olmama, matematik, fizik, plazma fizigi,
akigkanlar dinamigi, okyanus fizigi ve organizma bilimi gibi bir¢ok arastirma alaninda temel bir
bilesendir. Bugiine kadar literatiirde bu konuda bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir [1-13].

(2+1)-Gardner-KP denklemi, akiskan dinamigi, plazma fizigi ve optik lifler dahil olmak tizere dogrusal
olmayan bilimdeki c¢esitli olaylar1 incelemek icin kullanilir. Solitonlar olarak bilinen soliter dalga
¢ozlimleri, ortam icinde hareket ederken sekillerini ve hizlarmi koruyabildikleri i¢in 6zellikle ilgi
cekicidir. Aragtirmacilar genellikle bu solitonlarin 6zelliklerini ve etkilesimlerini incelemek i¢in sayisal
yontemleri ve ters sagilma doniisiimii gibi analitik yaklasimlar1 kullanir.

Bu calismada ele alinacak olan (3+1)-Gardner-KP denkleminin okyanus miihendisligi ile giliglii bir
iliskisi vardir, ¢linkii bunlar iki boyutlu drneklerde okyanus sahanliklarinda kuvvetli dogrusal olmayan
i¢ dalgalar1 gosterir. Bu g¢alismanin ana konusunu olusturan (3+1) boyutlu Gardner-KP denklemi,
1l=+41ve

B = B(H,n, {, T) olmak lizere
(B, + 6BB; — 6B?By + v2Bggg)g + (B, + B;) =0 1)

bi¢imindedir ve (2+1) boyutlu Gardner-KP denkleminin bir uzantisi olarak tiiretilir. (3+1) Gardner-KP
denklemi, belirli fiziksel sistemlerde dalgalarin yayilmasimi agiklayan dogrusal olmayan bir kismi
diferansiyel denklemdir. Denklemin adindaki (3+1) notasyonu, ii¢ uzamsal boyutta ve bir zaman
boyutunda kismi diferansiyel denklem oldugunu ifade eder. (1) denklemi literatiirde Hussain ve
arkadaglar tarafindan Lie grup teorisi teknigi kullanilarak analiz edildi. Lie degigsmezlik kosulunu go6z
onilinde bulundurarak simetri tiretegleri buldular ve soliton ¢dzlimlerini elde etmek i¢in yeni yardimci
denklem yontemini kullandilar [14].

Bu caligmada (3+1)-Gardner-KP denkleminin tam c¢o6ziimleri Kudryashov yontemi kullanilarak
incelenecektir. Caligmanin 2. boliimiinde genellestirilmis Kudryashov yonteminin teorisi verildi, (1)
denklemine genellestirilmis Kudryashov yontemi uygulanarak tam ¢oziimleri elde edildi. Elde edilen
¢oziimlere kararlilk o6zelligi uygulanarak ¢oziimlerin kullanilabilirligi test edildi. Ozel parametre
degerleri igin ¢ozlimlerden bazilarinin grafik simiilasyonu yapildi. Son boliim ise elde edilen sonuglar
yorumlanmasina ayrilmistir.

2. ARASTIRMA VE BULGULAR

Bu boliimde genellestirilmis Kudryashov yonteminin teorisi verilecektir. Bu yontem bazi arastirmacilar
tarafindan ¢esitli evrim denklemlerine uygulanmigtir [15-17].

2.1 Genellestirilmis Kudryashov Yontemi
¥(B,,B,,8B,,B;, 8.5, 85,8, Br;, Bagg, .. ) = 0 @)
lineer olmayan kismi diferensiyel denklemini goz 6niine alalim. Bu denklem
=k 0+ k,n+kyd +et veB(B,n,7, 1) = F() degisken doniigiimii yardimiyla
Q(F,F ,F",F", ..)=0 (3)

adi  diferensiyel ~denklemine doniisir. @y by, (i=0,1,..,n, j=0,1,..,m) sabitler
a,#0, b, #0vew= w(f)
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dew

— =0’ (@) -w@) (4)

ag

denklemini saglayan bir fonksiyon olmak iizere (3) denkleminin

O = g ©

o, byl (E)

biciminde ¢dziimlere sahip oldugunu farz edelim. (4) adi diferensiyel denkleminin ¢éziimii, kolayca
goriilebilecegi gibi, ¥ integral sabiti olmak tizere

w(§) =

bicimindedir, Pozitif tam say1 olan n ve m sayilari, en yliksek mertebeden tiirev teriminin mertebesi ile
en yiiksek dereceli lineer olmayan terimin derecesi kullanilarak, homojen dengeleme prensibi ile

hesaplanir. (5) ifadesi, (4) kullanilarak, (3) denkleminde yerine yazilir ve w (&)™ (i,j = 1,2,3,..)
polinomu elde edilir. w () ya bagli bu polinomun tiim katsayilari sifira esitlenerek cebirsel bir denklem
sistemi bulunur. Bu cebirsel denklem sistemi a,,, by, ky, ko, k3, € katsayilarina gore ¢oziiliir ve (3)
denkleminin  ¢6ziimleri elde edilir. (3) denkleminin elde edilen bu ¢6ziimlerinde
&= ky8 + kyn + k3¢ + ¢t yazilarak (2) denkleminin tam ¢oziimleri bulunur.

1
J.+;{r=?‘E

(6)

2.2 Genellestirilmis Kudryashov Yonteminin (1) Denklemine Uygulanmasi
Bu kisimda Kisim 2.1 de teorisi verilen yontem, (1) denklemine uygulanacaktir. (1) denkleminde
BO1)=F(&), E=k0+k,n+ ksl +er
degisken degisimi yapilirsa
kycF+3k,°F2 —2k,*F3 4+ 0k,*F + Nk;°F + v2k,*F" =0 @)
adi diferensiyel denklemi elde edilir. (7) denkleminin en yiiksek dereceli lineer olmayan terimi olan F3

ile en yiiksek mertebeli tiirev F"' terimi arasinda dengeleme prensibi uygulanirsa m = 1,11 = 2 elde
edilir. Boylece (5) kullanilarak (7) denkleminin ¢6zimii
g +a, @+ag @

bp+byw

bigiminde ifade edilir. (8) ifadesi (4) kullanilarak (7) denkleminde yerine yazilir. Elde edilen ifade w (&)
nin kuvvetlerine gore diizenlenir. w () tiim katsayilari sifira esitlenerek cebirsel bir denklem sistemi
elde edilir. Elde edilen denklem sistemi ay,ay,a5,bg, by, ky, ko, kg, ¢ ye gore ¢oziilerek asagidaki
¢ozlim aileleri ve bunlar yardimiyla da (1) denkleminin tam ¢oziimleri elde edilir:

Aile 1:

Nky 2 +0k, %" +1 1
c=— ’ﬂ'n=U’ﬂ'l=ﬂ’ﬂ'2=bl’bn=U’bl=bl’kl=;’

kz = kz,kg = kg

(9) da elde edilen degerler (8) ifadesinde yerine yazilarak, & = k48 + ko1 + k3¢ + ¢ olmak iizere
(1) denkleminin

(9)

5’31[5):;

1+4et (10)

¢Oziimii elde edilir.
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Aile 2:

1+40ks v +40k, 202 1 1 1

2v
kz = kz,kg = kg

(11) de elde edilen degerler (8) ifadesinde yerine yazilarak, & = ky 8 + ko1 + k3 + T olmak {izere
(1) denkleminin

11)

1
%2[5) = l_AzgizeJ (12)
¢Oziimii elde edilir.
Aile 3:
Dz *+0k,% +1, 0° 1a,(1+vky) a,
c=—— ag=0a, =a,,a,=—a,by=-"——7—b;=——
k, Ly s Ly 142 vl =37 ok, (13)

kl = kl,kz = kz,kg = kg

(13) de elde edilen degerler (8) ifadesinde yerine yazilarak, & = k6 + k;n + k3{ + ct olmak iizere
(1) denkleminin

2k, 2vl det

B = 14
3(§) (1+A4e%—vk, +vk,de?)(1+4e%) (14)
¢Ozimii elde edilir.
Aile 4:
kg2 +0ky® + 1, 00 1a,(vk,—1) a,
c=—— a,=0,a, =a,,a,=—a,,by=—-—"—>— b, =—
K L s g 1. @2 1:9p 2 2Rk LT iy (15)

-Ifl = kl,kz = -Il:z,-zfg = -II:E

(15) de elde edilen degerler (8) ifadesinde yerine yazilarak, & = k8 + ko1 + k3¢ + cT olmak tizere
(1) denkleminin

_ 2k, 246t
B,($) = (—vk,+vk,de® —1-4e%)(1+4e%) (16)
¢Ozimii elde edilir.
Aile 5:
1+0kz v+ 0k v*
C = hl 3 VT 2 ¥ ,ﬂ-n=bn,ﬂ-l=bl_bn,ﬂ-2=_bl,b0=bn,bl=bl,
v 17)

ky = _irkz =ky. k3 = k3
(17) de elde edilen degerler (8) ifadesinde yerine yazilarak, & = k,8 + kon + k3{ + ¢T olmak tizere
(1) denkleminin
¢Oziimii elde edilir.
Aile 6:

- = 1 1+40kg r® +40nk,"0"
2 v

1 1 1
,ﬂ.n == _Ebl’ﬂ'l = bl,ﬂ-z = _Ebl,bn == _Ebl’bl = bl’

. (19)
ky = _Erkz = k. kg = k3

(19) da elde edilen degerler (8) ifadesinde yerine yazilarak, & = ky& + k51 + k3{ + cT olmak iizere
(1) denkleminin
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A%g(28)
5"35@): 11 42aC0 (20)
¢Oziimii elde edilir.
Aile 7:
Li(20k, 2v? + 20k, 207 12 — L=
=zt - I g = _ibl,al = —%bl(—l—i-iw,fz),az =%w2,
1 iz (21)
bn = _Ebl’bl = bl’kl = ET,-I{Z = kz,kg = kg

(21) de elde edilen degerler (8) ifadesinde yerine yazilarak, { = ky8 + ko1 + k3{ + cT olmak iizere
(1) denkleminin

1-1+4%28 4 257 464

B;(8) = 2 —1+4%e?®) (22)
¢Oziimii elde edilir.
Aile 8:
Li(20k, 2R + 20k, 2P -1V 2 1 1 L= by . —
c =2 : - a ,ﬂn=—Eblrﬁ1=gbl(1+w2)r“2=Tl“-’2r
ii!'\"E (23)

1
bn = _Ebl’bl = bl’kl =ET,L:2 = kz,kg = kg

(23) de elde edilen degerler (8) ifadesinde yerine yazilarak, { = k{8 + k,1n + k3{ + ¢ olmak iizere
(1) denkleminin

1-1+4%28 257 40%
2 —1+4%E%

%E[‘f)=

(24)

¢Oziimii elde edilir.
2.3 Kararhlik Ozelligi

Kararlilik analizi, dogrusal olmayan evrim denklemleri i¢in 6nemli bir arastirma alanidir. Bir sistemin
dis etkilere nasil tepki verdigini ve zaman i¢inde nasil davrandigini incelemeye yardimei1 olur. Hamilton
sisteminin  Ozellikleri kullanilarak elde edilen kararlilik 6zelligi, modelin uygulamalarda
kullanilabilirligini gostermek icin elde edilen bazi1 ¢dziimler iizerinde test edilir. Calismanin bu
kisminda, Aile 5 ve Aile 6 icin elde edilen ¢6ziimlerin kararlilik 6zelligi Hamilton sisteminin 6zellikleri
yardimiyla incelenmistir

Hamilton sistemindeki momentum

My =5 [ FP@a

bi¢iminde tanimlanabilir, burada F({) modelin ¢oziimiidiir ve kararlilik i¢in temel kosul, ¢, istege bagl
sabit olmak iizere
aM

_— =0
de

e=tg
bigiminde formiile edilir [18-19].

(18) ¢oziimiinde

fA=1v=10=1k=-1k =1,Lk;=1,1n=0,0 =0}

0zel parametre degerleri kullanilarak
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aM

de

= 0.06528575373 = 0

c=3

elde edilir. Bu ¢dziimiin kararli oldugunu gosterir.

(20) ¢ozlimiinde
-1
{A= 1,U= 1,ﬂ=1, kl =?,k2 = 1,};:3 = 1, b1=1,n=ﬂ,g= U}

0zel parametre degerleri kullanilarak
oM

B = 0.02480197194 4 0.07757018907i = 0

3
£=3

elde edilir. Bu ¢oziimiin kararli oldugunu gosterir. Bu ¢aligmada elde edilen ¢6ziimlerin her birinin
kararlilik 6zellikleri ayn1 adimlar uygulanarak incelenebilir.

2.4 Grafik Simiilasyonlar

Bu kisimda farkli iki ¢6ziimiin grafik simiilasyonu incelenmistir. Sekil 1 (a) dan =0,{ =0 i¢in
B,(8,m,{,7) nn 3D grafik simiilasyonu ve Sekil 1 (b) de T=051=151=3,171=7
degerlerinde dalganin nasil hareket ettigini gozlemlemek i¢in B, (#,0,0, T) nun 2D grafik simiilasyonu
verilmistir. Sekil 2 (a)dan =0, =0 i¢in B;(6,n,, 7) min 3D grafik simiilasyonu ve Sekil 2 (b)
det=0.1,7=02,17= 0.3, 7 = 0.9 degerlerinde dalganin nasil hareket ettigini gézlemlemek i¢in
B, (#,0,0,7) nun 2D grafik simiilasyonu verilmistir. Sekil3 (a)da{ = 0,7 =0 i¢in B,(6,n,,T)
nin 3D grafik simiilasyonu ve Sekil 3 (b) de @ =0.5,8 = 1.5, = 2.5,8 = 7.5 degerlerinde
dalganin nasil hareket ettigini gézlemlemek igin B, (8,1, 0,0) nun 2D grafik simiilasyonu verilmistir.

(a) (b)

Sekil1. {4 = Lo=-L¢c = Lv=1b=1k =1 k = Lk, = 1} igin B,(6,00.7 nun 3D ve 2D grafikleri
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0.006 7

(a) (b)

Sekil 2. {4 = 0.8 D = 1,0 = —4005, v = 02,8, = 1, &k, = 05 k, = Lk, = 1} i¢in ,(8.0.0.7) min 3D ve 2D
grafikleri

507

‘ 401

=05 301
6=25
0=175
=5 2

n
(a) (b)
Sekil 3.{4 = 2, n=1,r=-33/4, v = 2,b, = L &k, = 1/4 k, = Lk, = 1} i¢in B,(6.1.0.0) nin 3D ve 2D
grafikleri

3. SONUC

Bu ¢alismada (3+1)-Gardner-KP denkleminin tam ¢6éziimleri genellestirilmis Kudryashov yontemiyle
elde edilmistir. Aragtirmalarimiza gdre, bu calismada ortaya ¢ikan ¢oziimler literatiirde varolan
coziimlerden farklidir. Arastirmacilarin bu modelin fiziksel hareketlerini anlamalarina yardimci olmak
i¢in, elde edilen g¢oziimlerin ozel parametre degerlerinde grafik simiilasyonlart B, (8,1,{, 1),
B,(8,n,,1)ve B3(8,n,, 1) ¢oziimleri igin Sekil 1 (a), Sekil 3 (a) ve Sekil 2 (a) da yapilmistir. 3D
cizimlerde kink soliton, ¢an kink soliton ve parlak soliton ¢oziimler goriilmiistiir. %1(3,7;, {, T) ve
B (8,1, 1) ¢oziimleri i¢in Sekil 1 (b), Sekil 2 (b) de yapilan 2D ¢izimler ise T nun degeri degisirken,
zaman iginde, soliton dalganin nasil hareket edeceginin goriilmesi agisindan son derece 6nemlidir.
B,(8,n,,T) ¢ozimii i¢in ise Sekil 3 (b), @ nin degisen degerlerinde dalga hareketini gostermektedir.
Kudryashov yonteminin bu denklem icin c¢ok sayida ¢Oziim iireten uygun bir yontem oldugu
goriilmiistiir. Ortaya ¢ikan ¢oziimlerden bazilarina kararlilik testi uygulanmistir. Farkli alanlarda pek
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cok uygulamaya sahip olan (3+1)-Gardner-KP denkleminin Kudryashov metodu ile elde edilen tam
¢oOziimleri, matematik, fizik ve miithendislik alaninda ¢alisan arastirmacilara dogrusal olmayan modeller
iizerinde ¢alisma konusunda fikir verecektir.
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