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Анализ продольных колебаний функционально-градиентного  
наностержня при различных условиях защемления на основе  

нелокальной теории упругости с учетом жесткости  
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В работе в рамках нелокальной теории упругости с учетом жесткости выполнен анализ свободных 
продольных колебаний функционально-градиентного (ФГ) наностержня с деформируемыми концами. 
Рассмотрено поведение ФГ наностержня из металлокерамики, оба конца которого упруго закреплены 
с помощью осевых пружин. Задача о свободных продольных колебаниях ФГ наностержня с деформи-
руемыми и недеформируемыми концами решена аналитически с использованием оригинального под-
хода на основе разложения в ряд Фурье по синусам и преобразования Стокса. Свободные продольные 
колебания закрепленного ФГ наностержня впервые изучены в рамках нелокальной теории упругости 
с учетом жесткости. Для валидации и оценки эффективности предложенного аналитического метода 
выполнен расчет продольных колебаний жестко закрепленного (через задание соответствующих зна-
чений жесткости пружин) однородного наностержня с использованием метода рядов Фурье и преоб-
разования Стокса. Ключевым преимуществом предложенного подхода является его применимость к 
исследованию продольных колебаний ФГ наностержней с различными условиями закрепления. С ис-
пользованием предложенного подхода выполнены расчеты при различных значениях масштабных па-
раметров, показателя градиента и длины наностержня. 
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The present work is aimed at analyzing free longitudinal vibrations of nanorods composed of a function-
ally graded (FG) material with deformable boundaries within a hardening nonlocal elasticity approach. For 
this purpose, a FG nanorod composed of the ceramic and metal constituents is considered to be elastically 
supported by means of axial springs at both ends. Then the analytical method based on the association of the 
Fourier sine series and the Stokes transformation is developed to solve the free axial vibration problem of a 
FG nanorod with both deformable and nondeformable boundaries. Free axial vibration of a restrained FG na-
norod is first studied within hardening nonlocal elasticity. To show the validity and profitability of the pro-
posed analytical method, the presented Fourier series method with the Stokes transformation is used for the 
analysis of axial vibration of a rigidly supported homogeneous nanorod by setting the appropriate spring 
stiffness values. The main superiority of this new approach is in its power of dealing with numerous boun-
dary conditions to determine longitudinal vibration frequencies of FG nanorods. Using the present solution 
method, various numerical applications are given for different small-scale parameters, gradient index, and na-
norod length.  
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1. Введение 

Развитие технологий, потребность в более 
прочных современных материалах и конструкци-
ях, запрос на многофункциональность требуют 
разработки новых материалов. Для решения этих 
задач в последнее время широко используют ком-
позиционные материалы. При производстве ком-
позиционных материалов компоненты можно 
комбинировать различными способами. Функци-
онально-градиентные (ФГ) материалы представ-
ляют один из видов композитов, обладающих оп-
ределенными преимуществами за счет постепен-
ного изменения характеристик в объеме материа-
ла. Одно из ключевых преимуществ ФГ мате-
риалов заключается в минимизации концентра-
ции напряжений. Функционально-градиентные 
материалы за счет минимизации проблем, связан-
ных с границами раздела, имеют широкую об-
ласть применения, в частности, в ядерной энерге-
тике, аэрокосмической, оборонной, военной, 
энергетической, оптоэлектронной и полупровод-
никовой отраслях [1]. 

Нанотехнологии имеют большое значение в 
современном мире. Благодаря нанотехнологиям 
стали возможны исследования и манипуляции на 
атомном и молекулярном уровнях, которые поз-
волили создать перспективные наноразмерные 
материалы. В частности, внимание исследовате-
лей привлекли одномерные нано- и микрострук-
туры, среди которых нанотрубки [2–8], нано-
стержни [8–13], нанобалки [14–26], микробалки 
[27–29], нанопроволоки [30]. С учетом интереса к 
композиционным материалам появились работы 
по исследованию композитных одномерных на-
но- и микроразмерных структур [31–48]. Появи-
лись также многомерные модели структур [49–
54]. Теоретический анализ в рамках механики 
сплошной среды является важным способом изу-
чения механического поведения этих сверхмалых 
элементов. Кроме того, теоретические методы ис-
следования менее затратны по времени и средст-
вам, чем эксперименты и молекулярно-динами-
ческое моделирование. 

Следует отметить, что результаты анализа по-
ведения наноструктур на основе классических 
континуальных теорий не дают хорошего согла-
сия с экспериментальными данными. Хотя клас-
сические теории хорошо описывают поведение 
таких макроструктур, как балки, пластины, обо-
лочки и стержни, их достоверность снижается по 
мере уменьшения размера. Следовательно, в ма-
тематические модели следует ввести новые пара- 
 

 

метры, обеспечивающие соответствие теорети-
ческих и экспериментальных данных для нано- и 
микроразмерных элементов и структур. Эти пара-
метры называют размерными или масштабными 
параметрами. К настоящему времени разработано 
множество теорий для более реалистичного ана-
лиза поведения нано- и микроразмерных элемен-
тов. Эти теории можно назвать теориями упруго-
сти с учетом размерного эффекта, среди которых 
нелокальная теория упругости, дублетная меха-
ника, модифицированная моментная теория, мо-
дифицированная теория градиента деформации, 
теория поверхностной упругости. 

Как упоминалось выше, существует множест-
во теорий, описывающих поведение нано- и мик-
роразмерных материалов. В некоторых теориях 
учитывается эффект снижения жесткости, в дру-
гих  эффект увеличения жесткости. Влияние 
размера на поведение материалов с учетов влия-
ния масштабного фактора изучалось с учетом 
обоих эффектов  снижения и увеличения жест-
кости. Нелокальная теория упругости Эрингена 
[55], часто используемая для изучения поведения 
наноразмерных стержней, балок, пластин, как из-
вестно, учитывает эффект снижения жесткости. 
Также используются другие модели нелокальной 
упругости, в том числе подходы, учитывающие 
увеличение жесткости [8, 11, 56].  

В настоящей работе также использован подход 
нелокальной теории упругости с учетом измене-
ния жесткости. Анализ литературы показал, что в 
основном данный подход применяют для иссле-
дования поведения однородных наностержней. 
При этом, хотя подход редко используется для 
изучения влияния различных граничных условий, 
решение задачи о наностержне с различными ус-
ловиями закрепления, полученное с использова-
нием нелокального подхода с учетом жесткости, 
можно найти в [11]. С использованием результа-
тов [11] в настоящей работе были уточнены по-
становка и решение задачи о колебаниях ФГ 
круглых наностержней и исследовано изменение 
частоты колебаний ФГ наностержней при различ-
ных воздействиях.  

Исследования (в том числе в рамках теорети-
ческого анализа) поведения наноразмерных эле-
ментов из функционально-градиентных материа-
лов не теряют своей актуальности. В настоящей 
работе рассмотрен потенциал использования в 
инженерных приложениях модели ФГ наностерж-
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ня с деформируемыми пружинами на концах. 
Очень сложно контролировать частоту нано-
стержня при граничных условиях типа «защемле-
ние – свободный край», поскольку требует изме-
нения других свойств наностержня. Предложен-
ная модель позволяет контролировать частоту ко-
лебаний с помощью подстройки жесткости упру-
гих пружин. 

Настоящее теоретическое исследование направ-
лено на разработку эффективного аналитического 
метода решения задач о свободных продольных 
колебаниях ФГ круглого наностержня при раз-
личных условиях защемления на основе нело-
кальной упругости с учетом жесткости. Для этого 
применяется комбинированный подход к реше-
нию задач, заключающийся в совместном исполь-
зовании бесконечного ряда Фурье и преобразова-
ния Стокса. Также ставится ряд задач нахожде-
ния собственных частот ФГ наностержня при раз-
личных граничных условиях в рамках предложен-
ного подхода. Анализ литературы показал, что 
нелокальный подход с учетом упрочнения ранее 
не использовался для исследования осевых коле-
баний ФГ круглого наностержня с деформируе-
мыми границами. В настоящей работе впервые 
использована модель ФГ наностержня с упруги-
ми осевыми пружинами на концах, позволяющая 
задавать различные граничные условия. В работе 
построены матрицы коэффициентов для расчета 
частот свободных продольных колебаний различ-
ным образом закрепленных ФГ наностержней. 
Следует подчеркнуть, что данный метод решения 
может быть эффективен для нано-, микро- и мак-
роразмерных структур. Исследовано влияние раз-
личных параметрических величин, таких как не-
локальный параметр, показатель градиента, длина 
наностержня, на частоту и относительную часто-
ту колебаний ФГ металлокерамических нано-
стержней. 

2. Характеристики материала функционально-
градиентных наностержней 

В анализируемых ФГ наностержнях механиче-
ские характеристики изменяются в радиальном 
направлении. Считается, что внутренняя часть 
стержня изготовлена из металла (нержавеющая 
сталь SUS304), а внешняя  из керамики (нитрид 
кремния Si3N4). Модель функционально-гради-
ентного Si3N4–SUS304 наностержня, концы кото-
рого закреплены через осевые пружины, показана 
на рис. 1. Изменение механических характерис-
тик ФГ наностержня описывается функцией [57] 

 o i i( ) ( ) .
k

r
f r f f f

R
    
 

 (1) 

Здесь f — функция изменения эффективных меха-
нических характеристик ФГ наностержня в ради-
альном направлении; R — внешний радиус ФГ 
наностержня; k — показатель объемной доли (по-
казатель градиента), который принимает неотри-
цательные значения от 0 до ∞; нижние индексы o 
и i соответствуют материалу на внешней поверх-
ности и внутри стержня соответственно. Для рас-
сматриваемой задачи модуль упругости E и плот-
ность ρ ФГ наностержня изменяются в радиаль-
ном направлении и могут быть описаны на осно-
ве уравнения (1): 
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Уравнения (2) и (3) представляют собой гради-
ентные выражения для модуля упругости и мас-
совой плотности ФГ наностержней. Здесь Eo, Ei и 
ρo, ρi — модули упругости и массовые плотности 
материалов на внешней поверхности и внутри 
стержня соответственно. Характеристики матери-
алов внешней и внутренней части стержня, пока- 

 

 
Рис. 1. Модель упруго закрепленного функционально-градиентного наностержня (цветной в онлайн-версии) 
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затель градиента и радиус определяют свойства 
ФГ наностержня. В следующих разделах будет 
показано влияние показателя градиента на зави-
симость плотности и модуля упругости от безраз-
мерного радиуса r/R. Согласно приведенным вы-
ше формулам, возможно несколько случаев. На-
пример, при нулевом показателе градиента ФГ 
наностержень будет обладать характеристиками 
материала внешней части стержня, тогда как при 
бесконечно большом значении показателя гради-
ента (близком к ∞) характеристики ФГ нано-
стержня будут соответствовать материалу на 
внутренней поверхности. 

3. Задача о продольных колебаниях  
в нелокальной теории упругости  
с учетом жесткости 

Рассмотрим теоретический базис нелокально-
го подхода с учетом жесткости применительно к 
решению задачи о свободных продольных коле-
баниях ФГ наностержня. В качестве базы для ана-
лиза свободных продольных колебаний ФГ нано-
стержней с деформируемыми упругими пружина-
ми на обоих концах будем использовать результа-
ты [8, 56]. Предложенные в [8, 56] формулировки 
перепишем с учетом композитной структуры 
стержня и недеформируемых и деформируемых 
концов стержня. Согласно закону Ньютона, дина-
мическое уравнение для ФГ наностержня длиной 
dx (ось x проходит вдоль стержня) можно запи-
сать в виде (рис. 2) 

 
2

2
d ( ) d 0,

N u
N x N r A x

x t

 
   
 

 (4) 

где u — продольное перемещение; N — внутрен-
нее продольное растягивающее напряжение; A — 
площадь поперечного сечения ФГ наностержня; 
t — время. Для расчета внутреннего продольного 
растягивающего напряжения используется эф-
фективное продольное напряжение σef, введенное 
в [56]: 

 

 
Рис. 2. Схема нагружения функционально-градиент-
ного наностержня 

 ef .N A   (5) 
Для одномерных случаев упрощенное нелокаль-
ное определяющее соотношение имеет вид [55] 
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Здесь e0 — экспериментально полученная посто-
янная материала; a — внутренняя длина; εxx — 
продольная деформация в направлении x; σxx — 
нелокальное продольное напряжение. Приведен-
ное выше уравнение является общим обыкновен-
ным дифференциальным уравнением второго по-
рядка и может иметь частное решение [56] 
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Здесь () p   определяется как 
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Подставляя уравнение (8) в (7), получим сле-
дующее выражение для нелокальных продольных 
напряжений [8, 56]: 
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В теории нелокальной упругости эффективное 
продольное напряжение σef описывается следую-
щим образом [8, 56]: 
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Подстановка уравнения (9) в (10) дает 

 
2

2 4
ef 0 02

( ) ( )( ) ( ) .xx
xxE r E r e a O e a

x

 
    


 (11) 

Членом четвертой степени O(e0a)4 в уравнении 
(11) можно пренебречь в силу наноразмера пере-
менной (e0a). С использованием уравнений (5), 
(11) можно получить 
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Для ненулевой деформации известно выраже-
ние 
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Подставляя уравнение (13) в (12), можно запи-
сать 

 
3

2
0 3

( ) ( ) ( ) .
u u

N E r A E r A e a
x x

 
 

 
 (14) 

Уравнение для первой производной продоль-
ной силы запишем следующим образом: 
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С учетом уравнений (15) и (4) уравнение дви-
жения ФГ наностержня в рамках нелокальной 
теории упругости с учетом жесткости принимает 
вид 
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2
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где 
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R
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Необходимо отметить, что уравнение продоль-
ных колебаний ФГ наностержня (16), полученное 
в рамках нелокального подхода с учетом жестко-
сти, вырождается в обычное уравнение движения, 
если нелокальный параметр малого масштаба e0a 
равен нулю. 

4. Метод решения задач для функционально-
градиентных наностержней 

В этом разделе представлены методы решения 
задачи о свободных продольных колебаниях ФГ 
круглого стержня с деформируемыми (упругими) 
концами в рамках нелокального подхода с учетом 
жесткости. С использованием разложения в ряд 
Фурье и преобразования Стокса получена матри-
ца коэффициентов для расчета частоты свобод-
ных продольных колебаний ФГ наностержней. 
Условия защемления реализованы путем задания 
высоких значений жесткости пружин, что позво-
ляет предотвратить деформацию в продольном 
направлении. Для реализации деформации в про-
дольном направлении задаются очень низкие зна-
чения жесткости пружин. Деформации в продоль-
ном направлении описываются через разложение 
в ряд Фурье по синусам. Для обеспечения свобо-
ды выбора граничных условий применяются пре-
образования Стокса. Поскольку граничные усло-
вия заданы математически через преобразование 
Стокса, выбор функции не имеет значения, она 
определяет только количество используемых чле-
нов ряда Фурье. 

4.1. Бесконечный ряд Фурье 

В настоящей работе для решения задач о сво-
бодных продольных колебаниях ФГ наностержня 
с упругими концами применяется разложение в 

бесконечный ряд Фурье. По правилу разложения 
из u = u(x, t) получим 

 ( , ) ( ) ,i tu x t U x e   (19) 
где ω — угловая частота свободных колебаний 
ФГ наностержня; U(x) — функция перемещения. 
Подставляя уравнение (19) в (16), запишем 
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В данном методе решения обобщенные переме-
щения ФГ наностержня определяются через ко-
эффициенты Фурье и известные тригонометриче-
ские функции. При этом поле перемещений 
U(x) = U определяется тремя различными функ-
циями [9, 11, 34]: 
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 (21) 

где Bn — коэффициенты Фурье; 

 .n
n

L


   (22) 

Функция U(x) в любой точке x ФГ наностержня 
представляет собой разложение в ряд по синусам, 
а две конечные точки ФГ наностержня, x = 0 и 
x = L, записываются отдельно. Таким образом, 
функция перемещения записывается для трех раз-
личных областей.  

4.2. Преобразование Стокса 

Коэффициенты Фурье Bn в функции переме-
щения U(x) могут быть записаны в явном виде: 
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2
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После дифференцирования уравнение (21) имеет 
вид 
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Уравнение (24) можно разложить в ряд по коси-
нусам: 
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Коэффициенты c0 и cn определяют следующим 
образом: 
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Из (26), (27) получим выражение для cn: 
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Такой метод называют преобразованием Стокса. 
Данное преобразование необходимо для получе-
ния точных выражений для первых четырех про-
изводных ряда Фурье по синусам. Предложенный 
комбинированный метод решения на базе беско-
нечного ряда Фурье и преобразования Стокса 
подходит для теоретического анализа различных 
наноструктур (в данном случае ФГ наностерж-
ней) с упругим защемлением концов. Для реше-
ния задачи необходимо вывести формулы для 
первых четырех производных от U(x) [9, 11, 34]: 
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Необходимо найти коэффициенты Фурье, удовле-
творяющие основному динамическому уравне-
нию свободных продольных колебаний ФГ нано-
стержня. Для этого выразим коэффициенты Фу-
рье Bn через ξ0, ξL, ξ″0, ξ″L, подставляя уравнения 
(21), (31), (33) в уравнение (20): 
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Здесь 
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Зная коэффициенты Фурье, продольное переме-
щение можно выразить как 
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4.3. Неклассические граничные условия  

Как упоминалось ранее, в работах [8, 56] нело-
кальный подход с учетом жесткости применен 
для описания поведения однородных нанострук-
тур с жестко закрепленными концами. В [11] бы-
ло изучено поведение однородного наностержня 
с деформируемыми концами. Опираясь на эти ра-
боты, в настоящей работе решена задача о сво-
бодных продольных колебаниях ФГ круглого на-
ностержня с упругими (деформируемыми) конца-
ми. Для этого в математической модели на обоих 
концах ФГ наностержня используются деформи-
руемые осевые пружины. Для описания колеба-
тельного поведения стержня с упруго закреплен-
ными концами рассмотрим следующие гранич-
ные условия: 
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Запишем силовые граничные условия в местах 
расположения пружин: 
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где Ψ0 и ΨL — жесткость пружин в точках x = 0 и 
x = L соответственно. Подставляя уравнения (30), 
(32), (34) в уравнения (43), (44), запишем два со-
вместных однородных уравнения: 
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Подставив уравнения (30), (34) в (41), (42), полу-
чим два дополнительных однородных уравнения: 
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4.4. Задача о собственных значениях  
функционально-градиентного наностержня 

Задача о собственных значениях ФГ нано-
стержня с учетом коэффициентов жесткости пру- 
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жин, нелокального параметра и характеристик 
материалов может быть сформулирована на осно-
ве уравнений (45), (46): 
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Некоторые параметры в приведенных выше урав-
нениях даны в безразмерном виде. Здесь τ — без-
размерный параметр малого масштаба; 0  и 

L — безразмерная жесткость пружины упруго 
закрепленного конца стержня в точках x = 0 и x = 

L соответственно;   — безразмерная частота ко-
лебаний. Последний шаг решения записывается в 
матричной форме: 
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 (53) 

Для расчета частоты свободных продольных 
колебаний ФГ круглого наностержня следует 
приравнять нулю определитель матрицы коэффи-
циентов: 
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При изменении жесткости пружины на концах 
ФГ наностержня изменяются граничные условия. 
Следует подчеркнуть, что, если жесткость пружи-
ны стремится к нулю или бесконечности, конец 
стержня считается свободным или жестко защем-
ленным соответственно. Уравнение (53) является 
решением полученной матрицы 4 × 4. В следую-
щем разделе будут представлены решения для пя-
ти типов условий на концах стержня. При измене-
нии граничного условия меняется и размер мат-
рицы. В зависимости от размера матрицы η и j 
могут варьироваться от 2 до 4. 

5. Решения задач с различными граничными  
условиями 

В разделе приведены решения задачи о собст-
венных значениях для ФГ наностержней с пятью 
различными условиями закрепления концов: два 
недеформируемых защемленных конца, два де-
формируемых свободных конца, недеформируе-
мый защемленный конец и недеформируемый 
свободный конец, недеформируемый и деформи-
руемый свободные концы, деформируемый за-
щемленный конец и недеформируемый свобод-
ный конец. 

5.1. Задача о стержне с двумя  
недеформируемыми защемленными концами 

Для стержня с двумя недеформируемыми за-
щемленными концами граничные условия опре-
деляются как [8] 
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Матрица коэффициентов в этом случае строится с 
помощью уравнения (54), удаляя столбцы и стро-
ки, связанные ξ0 и ξL. В результате математичес-
ких преобразований получим матрицу 2 × 2 
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Считаем, что жесткость пружин на обоих кон-
цах ФГ наностержня стремится к бесконечности. 
Для обеспечения требуемой жесткости примем 
значение Ψ = 1010

 нН/нм. При Ψ0 и ΨL = 1010 часто-
ту колебаний можно найти из уравнения (54). 

5.2. Задача о стержне с недеформируемыми  
свободным и защемленным концами 

Для стержня с недеформируемыми свободным 
и защемленным концами граничные условия за-
писываются как [8, 56] 

 
3

2
3

d d d
0, 0,

d dd x Lx L

U U U

x xx 

     (74) 

 
0

0

d
0, 0.

dx
x

U
U

x


   (75) 

Матрица коэффициентов для этого случая выво-
дится с помощью уравнений (30), (32), (34), (74), 
(75). Кроме того, матрица может быть получена 
непосредственно из уравнения (54), удаляя стро-
ки и столбцы, связанные с ξ0. Определитель для 
расчета частоты колебаний выглядит следующим 
образом: 
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Характеристическое уравнение решается при 
ΨL → 0. 

5.3. Задача о стержне с недеформируемым  
свободным и деформируемым защемленным  
концами 

Для стержня с недеформируемым свободным 
и деформируемым защемленным концами гра-
ничные условия имеют следующий вид [8, 56]: 
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После математических преобразований определи-
тель матрицы частот имеет вид 
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Частота колебаний рассчитывается при ΨL → 0. 

5.4. Задача о стержне с двумя деформируемыми 
свободными концами 

Для стержня с двумя деформируемыми сво-
бодными концами граничные условия задаются 
следующим образом [8]: 
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Определитель матрицы частот имеет размеры 
2 × 2: 
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Решение получают при Ψ0 → 1010 и ΨL → 1010. 

5.5. Задача о стержне с недеформируемым  
защемленным и деформируемым свободным  
концами 

Для стержня с недеформируемым защемлен-
ным и деформируемым свободным концами гра-
ничные условия имеют следующий вид [8]: 
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Определитель матрицы частот может быть по-
лучен из уравнения (54), удаляя столбцы и стро-
ки, связанные с ξ″L: 
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Решение характеристического уравнения получа-
ют при условии Ψ0 → 0 и ΨL → 0. 

6. Валидация метода и численные результаты 

В разделе выполнено сравнение полученных 
численных результатов с литературными данны-
ми и рассмотрено влияние различных параметров 
на частоту продольных колебаний ФГ наностерж-
ня для некоторых граничных условий. В расчетах 
принимали, что ФГ наностержень представляет 
собой композит, состоящий из керамического 
компонента Si3N4 на внешней поверхности и ме-
таллического компонента SUS304 внутри стерж-
ня. Компоненты материалов на внешней поверх-
ности и внутри ФГ наностержня имеют сле-
дующие характеристики [58]: Eo = 322.27 ГПа, ρo = 

2370 кг/м3 и Ei = 207.78 ГПа, ρi = 8166 кг/м3 соответ-
ственно. Наностержень имеет длину 10 нм, если 
не оговорено иное, и радиус R = 1 нм. Рассматри-
ваются безразмерные значения частоты, которые 
выражаются соотношением 
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6.1. Валидация метода решения 

Была выполнена оценка точности и примени-
мости предложенного аналитического метода к 
решению задач о колебаниях ФГ наностержней. 
Матрица коэффициентов для расчета частоты ко-
лебаний ФГ наностержня определяется разложе-
нием по синусам бесконечного ряда Фурье. Одна-
ко для расчетов необходим усеченный ряд Фурье, 
который содержит конечное количество членов. 
В табл. 1 приведены результаты сравнения без-
размерной частоты для первых трех мод колеба-
ний с литературными данными для различного 
числа членов ряда. Показатель градиента задается 
равным нулю, при этом ФГ наностержень вырож-
дается в однородный наностержень, состоящий 
только из нитрида кремния. Безразмерный нело-
кальный параметр e0a/L считается равным 0.15. В 
предлагаемом методе решения число членов ряда 
варьировалось от 35 до 175 с шагом 10. Получен- 
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Таблица 1. Сравнение безразмерной частоты для первых трех мод колебаний однородных наностержней 

Первая мода 1  Вторая мода 2  Третья мода 3  Количество  
членов ряда Расчет  [8] Расчет [8] Расчет [8] 

35 4.91235 4.82619 11.6926 11.4556 21.1293 20.6748 

45 4.89274 4.82619 11.6368 11.4556 21.0243 20.6748 

55 4.88039 4.82619 11.6023 11.4556 20.959 20.6748 

65 4.87191 4.82619 11.5788 11.4556 20.9144 20.6748 

75 4.86573 4.82619 11.5618 11.4556 20.8820 20.6748 

85 4.86101 4.82619 11.5489 11.4556 20.8574 20.6748 

95 4.8573 4.82619 11.5388 11.4556 20.8382 20.6748 

105 4.85431 4.82619 11.5307 11.4556 20.8286 20.6748 

115 4.85184 4.82619 11.524 11.4556 20.8099 20.6748 

125 4.84977 4.82619 11.5184 11.4556 20.7992 20.6748 

135 4.84801 4.82619 11.5137 11.4556 20.7901 20.6748 

145 4.84649 4.82619 11.5096 11.4556 20.7823 20.6748 

155 4.84517 4.82619 11.5061 11.4556 20.7755 20.6748 

165 4.84401 4.82619 11.5030 11.4556 20.7695 20.6748 

175 4.84299 4.82619 11.5002 11.4556 20.7642 20.6748 

 
ные значения безразмерных частот хорошо согла-
суются с данными работы [8]. Причем чем боль-
ше количество членов ряда, тем ближе значения 
безразмерных частот к референтным значениям 
[8]. Влияние количества членов ряда на результа-
ты расчета наглядно демонстрирует рис. 3, на ко-
тором показана разность значений безразмерных 
частот для первых трех мод колебаний, получен-
ных в настоящей работе и в работе [8]: 

 study [8]

[8]

Difference 100.
 

 


 (91) 

Анализируя кривые на рис. 3, можно сделать 
следующие выводы. Во-первых, по мере увеличе-
ния числа членов ряда растет точность результа-
тов (разность результатов настоящего исследова-
ния и работы [8] уменьшается). Во-вторых, при 
более низких модах можно достичь более точного 
результата, используя меньшее количество чле-
нов. Соответственно, при одинаковом количестве 
членов ряда значения разности для третьей моды 
выше, чем для двух первых мод. Поэтому для бо-
лее точной оценки частоты для высоких мод не-
обходимо использовать большее количество чле-
нов ряда. Из кривых, построенных с помощью 
данных табл. 1, видно, что разность значений час-
тот для первых трех мод достигает надлежащего 
уровня 0.5 % при более чем 150 членах ряда. Не-
обходимо отметить, что количество членов, дос-
таточное для точного расчета, зависит от гранич-

ных условий. В настоящей работе для решения 
задачи о колебаниях стрежня с двумя недеформи-
руемыми защемленными концами использованы 
160 членов. 

6.2. Численные результаты для функционально-
градиентного наностержня  

Оценим значения частоты продольных колеба-
ний ФГ наностержня, полученные с помощью 
предложенного метода. Рассмотрим влияние по-
казателя градиента на изменение характеристик 
материалов стержня. На рис. 4 показано измене-
ние массовой плотности и модуля Юнга ФГ нано-
стержня в зависимости от безразмерного радиуса 
при различных значениях показателя градиента k. 
Видно, что характеристики материала остаются 
постоянными при k = 0 и k = ∞, т.е. при k = 0 и k = 

∞ они не зависят от радиуса. Это значит, что ФГ 
наностержень вырождается в однородный нано-
стержень. Анализ численных значений модуля 
Юнга и плотности указывает на то, что свойства 
наностержня соответствуют нитриду кремния при 
k = 0 и нержавеющей стали при k = ∞. При проме-
жуточных значениях показателя градиента ФГ 
наностержень может преимущественно проявлять 
свойства металла или керамики. При низких зна-
чениях показателя градиента материал стержня 
демонстрирует свойства керамики, при высо-
ких — свойства металла. 
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Рис. 3. Разность частот в зависимости от числа чле-
нов ряда для первой (а), второй (б) и третьей мод (в) 
колебаний  

 
Рассмотрим влияние различных параметров на 

безразмерную частоту ФГ наностержней при раз-
личных условиях. На рис. 5–9 представлены ре-
шения уравнения (84) при Ψ0 = ΨL = 1010

 нН/нм. 
Влияние нелокального параметра на изменение 
безразмерной частоты ФГ наностержня для пер-
вых трех мод колебаний показано на рис. 5 при 
k = 0, 0.1, 0.2, 0.6, 1.0, ∞. На рис. 5 кривые черного 
цвета соответствуют результатам, полученным в 
рамках нелокальной теории упругости с учетом  
 

 

Рис. 4. Зависимость модуля Юнга (а) и массовая 
плотность (б) ФГ наностержня от безразмерного ра-
диуса r/R для различных значений k (цветной в он-
лайн-версии) 

 
жесткости, а кривые синего, зеленого и красного 
цвета — классической теории упругости. Это поз-
воляет оценить влияние нелокального параметра 
на результаты расчетов и референтные значения. 
Очевидно, что нелокальный параметр не оказыва-
ет влияния на «классические» значения безраз-
мерной частоты. Это вновь подтверждает, что 
влияние масштаба нельзя оценить в рамках клас-
сического подхода. С другой стороны, хорошо 
видно, что с ростом нелокального параметра уве-
личивается безразмерная частота, определенная в 
рамках нелокальной теории упругости с учетом 
жесткости. Кроме того, рис. 5 демонстрирует вли-
яние показателя градиента. Наибольшее значение 
безразмерной частоты достигается при k = 0 (ке-
рамика), а самое низкое значения соответствует 
k = ∞ (металл). Другими словами, с увеличением 
показателя градиента k наблюдается затухание 
безразмерной частоты. 

Рисунок 6 демонстрирует важность учета мас-
штабного параметра. Кривые безразмерных отно-
сительных частот представлены для первых трех 
мод колебаний при показателе градиента k = 0.1. 
Безразмерную относительную частоту находят  
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Рис. 5. Влияние нелокального параметра на безразмерную частоту для k = 0 (керамика) (а), k = 0.1 (б), 0.2 (в), 0.6 (г), 1.0 
(д) и k = ∞ (металл) (е). КП — классический подход, НП — нелокальный подход с учетом жесткости (цветной в онлайн-
версии) 

 
как отношение безразмерной частоты, рассчитан-
ной в рамках нелокальной теории упругости с 
учетом жесткости, к безразмерной частоте, опре-
деленной в рамках классической теории упругос-
ти. Как видно, с увеличением масштабного пара-
метра возрастает безразмерная относительная 
частота. Значения безразмерной относительной 
частоты больше 1 связаны с эффектом учета же-
сткости в нелокальном подходе. Другим важным 

моментом является различие безразмерных отно-
сительных частот для трех мод. Безразмерная от-
носительная частота имеет более низкие значения 
для первой моды и более высокие значения для 
третьей моды. Следовательно, масштабный эф-
фект нелокальной теории упругости с учетом же-
сткости более выражен для высоких мод. 

Влияние показателя градиента k на безраз-
мерную частоту колебаний ФГ наностержня де-   
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Рис. 6. Влияние нелокального параметра на безраз-
мерную относительную частоту при первых трех мо-
дах, k = 0.1 (цветной в онлайн-версии) 

 
монстрирует рис. 7. Расчет значений безразмер-
ных частот выполнен для первых трех мод при 
k = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.6, 1.0. По мере увеличения 
показателя градиента, т.е. по мере приближения 
ФГ наностержня к преимущественно металличес-
кому состоянию, отчетливо видно уменьшение  

 

 
Рис. 7. Влияние показателя неоднородности на без-
размерные частоты для классического (а) и нелокаль-
ного подхода с учетом увеличения жесткости (б) 
(цветной в онлайн-версии) 

 
Рис. 8. Влияние длины наностержня на безразмерную 
относительную частоту при первой моде (цветной в 
онлайн-версии) 

 
значений частоты. Кроме того, рис. 7 позволяет 
сравнить частоты колебаний, полученные в рам-
ках нелокальной и классической теории упругос-
ти. При этом на рис. 7, а нелокальным парамет-
ром e0a пренебрегают, на рис. 7, б e0a = 0.5 нм. 

Одним из важных параметров, влияющих на 
колебания ФГ наностержня, является его длина. 
На рис. 8 и 9 показано влияние длины ФГ нано-
стержня на относительную частоту при показате-
ле градиента k = 0.1. Зависимость относительной 
частоты от нелокального параметра ФГ нано-
стержня рассчитана для первой (рис. 8) и второй 
моды (рис. 9). Длина ФГ наностержня изменяется 
от 10 до 16 нм. Отметим, что более короткий на-
ностержень имеет более высокую относительную 
частоту. Наностержень длиной 16 нм характери-
зуется наименьшими значениями относительной 
частоты. Это подтверждает, что масштабный эф-
фект возрастает с уменьшением длины ФГ нано-
стержня. Другим важным аспектом является  

 

 
Рис. 9. Влияние длины наностержня на безразмерную 
относительную частоту при второй моде (цветной в 
онлайн-версии) 
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Рис. 10. Влияние нелокального параметра на относительную частоту колебаний ФГ наностержня (а–в) и ФГ наностерж-
ня с жесткими защемленными границами (г–е): k = 0 (керамика) (а, г), k = 0.6 (б, д), k = ∞ (металл) (в, е) (цветной в он-
лайн-версии) 

 
взаимосвязь длины наностержня и колебательных 
мод. Влияние длины и нелокального параметра 
более выражено для более высоких мод. На 
рис. 10, 11 показана зависимость относительной 
частоты от нелокального параметра для заданных 
граничных условий. Кривые на рис. 10, а–в по-
строены для первой моды при k = 0, 0.6, ∞. Эти 
кривые также отражают влияние нелокального 
параметра на изменение жесткости.  

На основе уравнения (73) для случая с двумя 
недеформируемыми защемленными концами ис-
следовано влияние нелокального параметра на  
 

безразмерную относительную частоту (рис. 10, г–
е). В расчетах нелокальный параметр изменяется 
от 0 до 0.5 нм. Поскольку при нулевом нелокаль-
ном параметре уравнение (73) решения не имеет, 
необходимо задать очень малое значение нело-
кального параметра, которое в данном случае 
равно e0a = 10–10

 нм. На этих рисунках также вид-
но влияние нелокального параметра e0a на изме-
нение жесткости. Относительная частота для ме-
таллического стержня (k = ∞) выше, чем для дру-
гих k, что говорит о большем влиянии нелокаль-
ного параметра на материал с более высоким по- 
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Рис. 11. Влияние длины наностержня и моды на отно-
сительную частоту ФГ наностержня (металл) с жест-
кими защемленными границами (цветной в онлайн-
версии) 

 
казателем градиента. На рис. 11 показано измене-
ние относительной частоты в зависимости от мо-
ды колебаний для ФГ наностержней разной дли-
ны. Расчеты выполнены при показателе градиен-
та k = ∞, нелокальном параметре e0a = 0.5 нм и 
длине стержня от 10 до 13 нм. Подчеркнем, что 
здесь также наблюдается усиление влияния мас-
штабного параметра на частоту продольных коле-
баний ФГ наностержня. Кроме того, на собствен-
ную и относительную частоту колебаний ФГ на-
ностержня существенное влияние оказывают ус-
ловия закрепления. Полученные численные ре-
зультаты показали, что нелокальный параметр, 
показатель градиента, длина наностержня, гра-
ничные условия играют важную роль в поведе-
нии ФГ наностержня при продольных колеба-
ниях. 

7. Выводы 

В работе решена задача о продольных колеба-
ниях ФГ композитного наностержня с учетом 
длины стержня при различных условиях защем-
ления. Влияние размеров на поведение ФГ нано-
стержня исследовано в рамках подхода нелокаль-
ной упругости с учетом жесткости. Исследован 
ФГ наностержень круглого поперечного сечения, 
характеристики материала которого изменялись в 
радиальном направлении. Для реализации дефор-
мируемых концов стержня использовали ком-
плексный метод на основе разложения в ряд Фу-
рье по синусам и преобразования Стокса. Получе-
ны решения задач о продольных колебаниях для 
различных граничных условий, включая задачи о 
стержнях с деформируемыми и недеформируемы-
ми концами. Проведена валидация метода и вы-

полнены численные расчеты для оценки влияния 
различных параметров на динамическое поведе-
ние ФГ наностержней в рамках нелокальной тео-
рии упругости с учетом жесткости. Показано, что 
при увеличении масштабного параметра растет 
собственная частота защемленного ФГ нано-
стержня. Кроме того, масштабный параметр силь-
нее влияет на более высокие колебательные моды 
ФГ наностержня. При увеличении жесткости осе-
вой пружины возрастают собственные частоты 
ФГ наностержня. Показатель градиента оказы-
вает заметное влияние на частоту продольных ко-
лебаний ФГ наностержня: при его увеличении 
частота колебаний ФГ наностержня уменьшается. 
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